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Vorwort

Das Buch entstand im Laufe der Unterrichtstatigkeit des Autors an der Inovatech, einer
Hoheren Fachschule fiir Technik. Technikerstudenten sind Praktiker mit einer ersten
Berufserfahrung. Das Schwergewicht wird deshalb im Unterricht, wo immer moglich, auf
die kiirzeste Verbindung von der Theorie zur praktischen Anwendung gelegt; auf Beweise,
die Diskussion exotischer Spezialfille und theoretische Spitzfindigkeiten wird weitgehend
verzichtet, manchmal vielleicht vom Standpunkt der ,reinen Lehre® aus betrachtet bis hart
an die Grenze des Vertretbaren. Auch wird darauf Wert gelegt, den Studierenden jeweils
eine Methode zu prasentieren, die immer anwendbar ist - wir sind der Ansicht, dass sich
der Technikerstudent nicht mit verschiedenen Methoden fiir die gleiche Problemlosung
belasten sollte.

Mathematik-Lehrbiicher fiir Techniker gibt es im deutschen Sprachraum schon eine ganze
Menge. Wir beginnen bei den Grundlagen, haben aber bewusst auch anspruchsvolle Bei-
spiele und Anwendungen eingeschlossen, die nicht zum Standardrepertoire fiir Techniker
gehoren. Es geht uns dabei darum, den Studierenden die Breite der Anwendbarkeit der
vermittelten Mathematik aufzuzeigen und sie darauf hinzuweisen, dass alles tiberall noch
weitergeht.

Damit, und indem wir entsprechende Stichworte und Ankniipfungspunkte geben, mochten
wir interessierte Leser dazu ermutigen, selbstdndig ihre Kenntnisse zu erweitern und zu
vertiefen. Sehr viel Information kann im Internet (speziell auf Youtube) gefunden werden,
und es gibt ausgezeichnete weiterfiihrende Werke im Buchhandel (siehe Literaturver-
zeichnis).

Die vorliegende 2. Auflage wurde in zahlreichen Einzelheiten erweitert und angepasst. Bei
Herleitungen und Berechnungen haben wir darauf geachtet, alle wichtigen Schritte und
Konzepte aufzuzeigen. Wir hoffen deshalb, dass das Buch auch beim Selbststudium von
Nutzen sei. Fundierte Kritik und Verbesserungsvorschldge nehmen wir gerne entgegen.

Der Mathematik-Unterricht an den Technikerschulen umfasste bisher 4 Semester, und
dafiir ist das Buch ausgelegt. Im neuen Rahmenlehrplan ist vorgesehen, dass die prakti-
schen Anwendungen der Mathematik im Rahmen der einzelnen technischen Ficher (Elek-
trotechnik, Maschinenelemente, Antriebstechnik, usw.) unterrichtet werden, und er ent-
hélt einen nicht unwesentlichen Anteil an selbststindigem ,angeleiteten Studium. Das
Buch kann daran angepasst werden, denn die praktischen Anwendungen sind als solche
ersichtlich; sie konnen im Unterricht tibersprungen werden und der Studierende hat die
Moglichkeit, sie fiir sich ,angeleitet” durchzuarbeiten.

Als gute Ergdnzung zum Selbststudium empfehlen wir die Webseite von Barbara Fliitsch
(https://www.sos-mathe.ch/) mit zahlreichen (gelosten) Aufgaben unterschiedlicher Schwie-
rigkeit aus allen fiir uns relevanten Gebieten.


https://www.sos-mathe.ch/

6 Vorwort

An Taschenrechner werden keine besonderen Anforderungen gestellt; fast alle der im Kurs
zu losenden Probleme sind mit einem TI-30 eco RS zu bewidltigen, der einfach und intuitiv
zu bedienen ist. Besser geeignet fiir Techniker ist der etwas anspruchsvollere TI-30X Pro,
der quadratische und kubische Gleichungen sowie Gleichungssysteme mit zwei und drei
Unbekannten 10st, Integrale numerisch auswertet und, neben statistischen Berechnungen
und Regressionen, sogar einen beschrankt brauchbaren numerischen Gleichungsloser
enthdlt. Mit programmierbaren Rechnern sind viele unserer Studierenden tberfordert -
im Unterricht kann dazu keine Unterstiitzung geleistet werden - und die kompliziertere
Bedienung wirkt sich als Nachteil aus.

Immer haufiger wird im Alltag fiir Berechnungen direkt der PC eingesetzt, was die Doku-
mentation und Wiederverwendung umfangreicher Berechnungsvorgiange ermoglicht. Wir
bevorzugen dafiir Mathcad, fiir tabellenorientierte Anwendungen Excel, und stellen dazu
auch Beispiele zur Verfligung.

Ich danke dem Hanser Verlag und seinen Mitarbeitern, insbesondere der Lektorin Frau
Natalia Silakova und Ihrer Kollegin Christina Kubiak fiir ihre sehr engagierte, umsichtige
und professionelle Unterstiitzung und Beharrlichkeit wihrend der nicht immer einfachen
Vorbereitungszeit.

Zum Schluss mochte ich mich bei der Schulleitung der Inovatech dafiir bedanken, dass sie
Vorschlidgen gegeniiber stets aufgeschlossen ist und eine Atmosphére des Vertrauens
schafft, in der der Dozent bei der Vermittlung der Lehrinhalte Freiheit genieBt und nicht
iber Geblihr administrativ belastet wird.

Rickenbach im Frithjahr 2024 Stephan Bucher
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Grundlagen

B 1.1 Die Zahlen

Wir unterscheiden folgende Zahlenmengen:
N Natiirliche Zahlen, N={1,2,3,4,5, ...}

Die natiirlichen Zahlen sind beziiglich Addition und Multiplikation abgeschlossen,
d.h., Addition oder Multiplikation natiirlicher Zahlen liefert wieder eine natiirliche
Zahl.

Z Ganze Zahlen: natiirliche und negative Zahlen und die Null, also

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..)

Die ganzen Zahlen sind beziiglich Addition, Subtraktion und Multiplikation abge-
schlossen.

Q Rationale Zahlen: alle Zahlen, die bei der Division von zwei ganzen Zahlen entste-
hen, wobei nicht durch Null dividiert werden darf:

Q={a=p/q|p,geZ q=0}
Jede rationale Zahl kann auch dargestellt werden als p/q, wobei p € Z und g € N.

In Dezimalschreibweise (mit Dezimalkomma) sind rationale Zahlen periodisch, d.h.,
das gleiche Zahlenmuster wiederholt sich immer wieder. Die Lidnge der Periode ist
hichstens g - 1. (Uberlege, was bei der schriftlichen Division abl4uft!)

Die rationalen Zahlen sind beziiglich Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division (nicht durch Null) abgeschlossen.

R Reelle Zahlen: Es gibt Zahlen, deren Darstellung in Dezimalschreibweise nicht
abbricht und die nicht periodisch sind. Beispiele sind die Quadratwurzeln der meis-
ten Zahlen oder die Zahl 7, das Verhiltnis zwischen Umfang und Durchmesser beim
Kreis. Die reellen Zahlen umfassen neben den rationalen Zahlen auch diese irratio-
nalen Zahlen.

C Komplexe Zahlen: Es gibt hohere Rechenoperationen, die aus den reellen Zahlen
hinausfiihren, beispielsweise gibt es keine reelle Zahl, die die Quadratwurzel einer
negativen reellen Zahl ist. Die komplexen Zahlen stellen eine Erweiterung der reel-
len Zahlen dar, die beziiglich aller mathematischen Operationen abgeschlossen ist.
Die komplexen Zahlen vereinfachen die Losung bestimmter Probleme, und sie wer-
den beispielsweise in der Elektrotechnik bei der Beschreibung des Wechselstroms
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(siehe 6.7) und ganz allgemein bei der Behandlung von Schwingungsvorgangen
verwendet.

Es gelten folgende Mengenbeziehungen: NCZ C QCR cC C

Wir brauchen fiir alle unsere Berechnungen nur eine kleine Teilmenge der rationalen Zahlen,
namlich diejenigen, die mit 10 (oder was immer der Rechner schafft) dezimalen Stellen
dargestellt werden konnen. Alle reellen Zahlen konnen beliebig genau durch rationale Zah-
len angendhert werden, sodass diese Einschrankung fiir unseren Alltag keine praktische
Bedeutung hat.

1.2 Arithmetische Grundoperationen

Als arithmetische Grundoperationen kennen wir Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division. Die Subtraktion kann man als Addition einer negativen Zahl auffassen, die Divi-
sion mit einer Zahl a als Multiplikation mit dem Kehrwert 1/a, sodass Addition und Sub-
traktion bzw. Multiplikation und Division aufeinander zuriickgefiihrt werden konnen.

Beispiele:

11 2-3=2+(-3)=-1

1.2 9+3=9.(%)=3

Wie bereits erwédhnt, sind die rationalen Zahlen beziiglich dieser Operationen abgeschlos-

sen, das Ergebnis der Addition oder Multiplikation rationaler Zahlen ist also immer auch
wieder eine rationale Zahl.

Bezeichnungen:

Addition Summand + Summand = Summe
Subtraktion Minuend - Subtrahend = Differenz
Multiplikation  Faktor - Faktor = Produkt

Division Dividend + Divisor = Quotient

1.3 Rechenregeln

1.3.1 Reihenfolge der Operanden

Bei Addition und Multiplikation (und wie wir in 1.2 gesehen haben, kann man eine Sub-
traktion als Addition einer negativen Zahl schreiben und eine Division als Multiplikation
mit dem Kehrwert) darf man die Reihenfolge der Summanden bzw. Faktoren vertauschen,
ohne dass sich dadurch am Resultat etwas dndert. Das ist das Kommutativgesetz.
Beispiele:

1.3 2+3=3+2=5

14 4.7=7-4=28
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1.3.2 Vorzeichen

Multiplikation einer beliebigen Zahl a mit einer negativen Zahl b kehrt das Vorzeichen von
a um, d.h. fiir positives a wird das Produkt a - b negativ, fiir negatives a positiv.

Mehrfache Multiplikationen konnen eine nach der anderen von links nach rechts durchge-
fiihrt werden (1.3.3), wobei jedesmal die Vorzeichenregel anzuwenden ist.

Beachte: Der Rechner verwendet zur Eingabe negativer Zahlen ein anderes Minuszeichen
als bei der Subtraktion! Dieses findet sich unten rechts im Zahlenblock.

Beispiele:

1.5 2-(-3)=-6

1.6 (-4)-7=-28

1.7 (-4)-(-5)=+20=20

1.8 (-2)-(-4)-(-5)=-40

1.9 (-2)-(-2)-(-4)-(-5)=+80=80

1.3.3 Reihenfolge der Operationen

Normalerweise fiihrt man gleichberechtigte Operationen von links nach rechts durch, darf
aber auch anders (Assoziativgesetz), auBerdem gilt die Punkt-vor-Strich-Regel:

Operationen ,mit Punkten“, also Multiplikation und Division, werden zuerst ausge-
fiihrt, nachher werden die Zwischenresultate der Multiplikationen und Divisionen
addiert bzw. subtrahiert.

Wo Operationen in anderer Reihenfolge auszufiihren sind, setzt man Klammern. Mehr-
fache Klammern werden schrittweise von innen nach auBen ausgewertet.

Die meisten Taschenrechner kennen diese Regel, sehr billige und kaufménnisch orien-
tierte Rechner sind aber manchmal programmiert, jede Operation nach der Eingabe sofort
auszufiihren.

Beispiele:

110 4-7-2-3=28-6=22

111 4-(7-2)-3=4.5-3=60

112 3+4-(18-2-(5-1)+7)=3+4-(18-2-4+7)=3+4-17=3+68=71
113 7-6+3+1=7-2+1=6

Wir konnen anstelle von Zahlen auch mit Buchstaben (als Platzhalter) rechnen.
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Beispiel:

1.14 3.a-a+5-(2-a+4-a-3-a)-8-a+4=3-a-a+5-3-a-2-a
=3.a-a+15-a-2-a
=15.a

Das heiBt, dass man links fiir a eine beliebige Zahl einsetzen kann und das Ergebnis immer
gleich dem Fiinfzehnfachen dieser Zahl ist.

1.3.4 Addition und Subtraktion von Klammerausdriicken

Regeln:
Wird eine Klammer als Ganzes addiert, ist sie tiberfliissig und kann weggelassen werden.

Wird eine Klammer als Ganzes subtrahiert, so kann sie weggelassen werden, wenn die
Vorzeichen aller Summanden (bzw. Subtrahenden) im Innern der Klammer umgekehrt
werden.

Mit ,als Ganzes“ meinen wir, dass die Klammer nicht noch mit einem Faktor multipliziert
sein darf, also beispielsweise

2-(3+5)=2-3-5=-6istrichtig,
2-(3+5)-4=2-3-5-4ist falsch! Hier muss zuerst die Klammer mit 4 multipliziert
werden gemdB der Punkt-vor-Strich-Hierarchie.
Beispiele:
115 1+(3-5-6)=1+3-5-6=1+3-30=-26
116 2+7-8-(2-3+4-9)=2+56-2-3-4+9=2+56-6-4+9=57
117 7-(5:-6+(-2)-4-17)=7-5-6-(-2)-4+17
=7-30 -(-8) +17
=7-30 +8 +17
=2

1.3.5 Multiplikation von Klammerausdriicken

Beim Multiplizieren von Klammerausdriicken wird jeder Summand in jedem Klammeraus-
druck mit jedem Summanden aller anderen Klammerausdriicke multipliziert und diese
Glieder addiert (Distributivgesetz). Das tont etwas kompliziert, deshalb ein Beispiel:

Beispiel:
1.18 (3+4-5)-(7-2)=3-7+3-(-2)+4-7+4-(-2)-5-7-5-(-2)
=21 -6 +28 -8 -35 +10=10
3+4-5=2 7-2=5, 2.5=10,
es stimmt also!

Man kann derartige Operationen in einfachen Fillen auch geometrisch darstellen, siehe
1.5.2.
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1.4 Bruchrechnen

1.4.1 Begriffe

Die Bruchschreibweise ist eine Schreibweise fiir eine Division, die man noch nicht ausge-
fiihrt hat. Der Bruch besteht aus dem Zdhler, der angibt, wie viele Teile der Bruch zahlt,
und dem Nenner, der angibt, um was fiir (Bruch-)Teile es sich handelt.

Nachdem die Division ausgefiihrt wurde, gibt man das Ergebnis als eine Zahl mit Komma-
stellen an und nennt das einen Dezimalbruch.

Beispiel:
1.19 Y ist ein Bruch, 0,25 der zugehorige Dezimalbruch.

Man sieht sofort, dass sich der Wert eines Bruches nicht dndert, wenn man Zahler und
Nenner mit der gleichen Zahl multipliziert; beispielsweise sind 1/4 und 5/20 gleichwertig,
denn sie haben den gleichen Dezimalbruch.

Briiche mit gleichem Nenner nennt man gleichnamig, das Multiplizieren von Zahler und
Nenner mit der gleichen Zahl erweitern. Das Umgekehrte, die Division von Zahler und
Nenner durch die gleiche Zahl, heiBt kiirzen (1.4.3).

Beim ,klassischen“ TI-30 werden Briiche wie folgt eingegeben: Zahler [a%,] Nenner (Zah-
ler hochstens 6 Stellen, Nenner hochstens 3 Stellen). Beim TI-30 wechselt [F<+D] zwi-
schen Bruch- und Dezimalbruchdarstellung hin und her, beim TX-30XPro [«>=].

1.4.2 Addition von Briichen; das kleinste gemeinsame Vielfache

Am einfachsten ist es natiirlich, wenn man, um zwei Briiche zu addieren, ihre Dezimal-
briiche addiert: 2 + %4 = 0,5 + 0,25 = 0,75. Auf einem Rechner mit Punkt-vor-Strich-Logik
kann man einfach alles von links nach rechts eintippen, und das ist immer ein einfaches
Mittel zur Kontrolle, ob man richtig gerechnet hat. Aber wir wollen es uns nicht so einfach
machen, denn mit etwas Technik im Bruchrechnen kann man sehr haufig Probleme ver-
einfachen und tibersichtlich machen und Zusammenhénge erkennen, die sonst verborgen
bleiben.

Addieren kann man gleichartige Dinge, 3 Studenten + 2 Studenten = 5 Studenten. Beim
Bruch gibt der Nenner an, auf was fiir Teile sich der Zahler bezieht. Wir konnen deshalb
Briiche mit gleichem Nenner addieren, indem wir einfach die Zahler addieren, also etwa
1/4 + 3/4 = 4/4. Damit ist die Vorgehensweise skizziert: Wenn wir eine Methode finden,
um die Nenner von zwei Briichen gleich zu machen, konnen wir die Briiche addieren,
indem wir die Zahler addieren.

Den Nenner diirfen wir immer als natiirliche Zahl ansehen und ein eventuelles negatives
Vorzeichen dem Zahler zuschieben.

Wie wir in 1.4.1 festgestellt haben, dndert sich der Wert eines Bruches nicht, wenn Zahler
und Nenner mit der gleichen Zahl multipliziert werden. Wir miissen also fiir jeden Bruch
eine solche Zahl so finden, dass alle Nenner am Schluss denselben Wert haben. Wir suchen
ein gemeinsames Vielfaches der Nenner.
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Ein gemeinsames Vielfaches ist immer das Produkt aller voneinander verschiedenen Nenner.
Aber damit erhalten wir oft eine groBe und unhandliche Zahl!

Mit etwas Erfahrung, und wenn man in der Schule einmal die ,Reihen“ gut auswendig
gelernt hat, entwickelt man schnell ein gewisses ,Gefiihl® fiir Zahlen, sodass man ein
geeignetes Vielfaches erkennen kann, ohne viel zu rechnen: Man sucht eine Zahl - je klei-
ner, desto besser - die durch alle Nenner teilbar ist. Optimal ist es, das kleinste gemeinsame
Vielfache (k.g.V.) zu finden. Wir wollen eine Methode zu seiner Bestimmung nachstehend
kurz skizzieren.

Heute konnen viele Taschenrechner das k. g. V. bestimmen, leider immer nur von 2 Zahlen.
Die Funktion heiBt bei Texas Instruments lcm, least common multiple. Aber diese Rechner
konnen auch bruchrechnen, sodass man das k.g.V. - wenigstens aus diesem Grund - gar
nicht mehr zu kennen braucht ...

Um das k.g.V. fiir mehrere Zahlen gleichzeitig zu bestimmen, miissen wir etwas weiter
ausholen.

Primzahlen sind Zahlen, die nur durch 1 und sich selber teilbar sind, also die Zahlen, deren
Folge beginnt mit 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, etc. Primzahlen sind sehr interes-
sante und ratselhafte Objekte in der Zahlentheorie. Fiir uns geniigt es im Moment, zu
wissen, dass jede Zahl, die nicht selber Primzahl ist, in sogenannte Primfaktoren zerlegt
werden kann, zum Beispiel 204 =2 -2 - 3 - 17, in Potenzschreibweise (davon mehrin 1.5.1)
lautet das 204 = 2%2.3 - 17. Um die Primfaktoren einer Zahl zu finden, dividiert man sie
solange durch 2, bis es ,nicht mehr geht, fahrt dann bei 3 fort, dann bei 5 und allen ande-
ren Primzahlen (wenn man die nicht kennt, dividiert man einfach durch alle ungeraden
Zahlen). Ein Faktor einer Zahl kann nicht groBer sein als ihre Quadratwurzel; beim Errei-
chen der Quadratwurzel der letzten Zahl kann man deshalb aufhdren, der ganze Rest ist
dann der letzte Primfaktor.

TI-30X Pro: math 4: »Pfactor

Das k.g. V. ist ein Vielfaches jeder der Zahlen. Die Primfaktoren des k.g. V. sind also dieje-
nigen Primfaktoren, mit denen man jede der Zahlen bilden kann. Jeder Faktor, der irgendwo
vorkommt, muss darin vorkommen, und zwar mit der hochsten vorkommenden Potenz.

Beispiel:
1.20 Bestimme das k.g.V. der Zahlen 312, 676, 144
Primfaktorzerlegung: 312 =2%.3.13
676 =2%.132
144 =24%.32
k.g.V.=2%.32.132=24336

Wenn ein geeignetes gemeinsames Vielfaches der Nenner bekannt ist, wird jeder Bruch so
erweitert, dass sein Nenner dieser Zahl entspricht, und dann werden die Zahler addiert.

Haufig kann das Ergebnis gekiirzt werden (siehe 1.4.3).



1.4 Bruchrechnen 21

1.4.3 Kiirzen

Haufig kann das Ergebnis einer Rechnung mit Briichen gekiirzt werden. Dazu erstellt man
die Primfaktorzerlegung von Zahler und Nenner und streicht gemeinsame Faktoren (wenn
man nicht schon ,von Auge“ sieht, wie gekiirzt werden kann).

Hier helfen die Teilbarkeitsregeln:
Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn ihr Zehnerrest es ist (wenn sie gerade ist).

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme (das ist die Summe ihrer Ziffern)
durch 3 teilbar ist: (T = Tausender, H = Hunderter, Z = Zehner, E = Einer)

THZE =1000-T+100-H+10-Z+E=999-T+99 -H+9.Z+(T+H+Z+E)
= Summe von durch 3 (sogar durch 9) teilbaren Zahlen + Quersumme

Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn ihr Hunderterrest es ist.
Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn ihr Einer 0 oder 5 ist.
Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie gerade und ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Eine Zahl ist durch 7 teilbar, wenn die Zahl, die man erhélt, wenn man das Doppelte der
letzten Ziffer (Einer) vom Rest der Zahl subtrahiert, durch 7 teilbar ist: 385 —~>38 -2 -5
=28.

Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn ihr Tausenderrest es ist.
Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.
Der TI-30 kiirzt einen eingegebenen Bruch, wenn man [=] bzw. [enter] driickt.

Es ist oft hilfreich, wenn man zum Kiirzen gemeinsame Faktoren aus Summen und Diffe-
renzen ausklammert:

Beispiel:

1.21 ax+ay+nx+ny:ax+ay+nx+ny:a(x+y)+n(x+y):(a+n)(x+y):X+y
a+n a+n a+n a+n a+n

1.4.4 Multiplikation von Briichen

Wird ein Bruch mit einer ganzen Zahl multipliziert, also zum Beispiel 2 - %, erhalten wir
2/4, es wird also der Zahler mit der ganzen Zahl multipliziert. Bilden wir die Halfte der
Halfte, also %2 - %, sieht man leicht, dass das ' ist - die Nenner haben sich multipliziert.

Uberraschenderweise ist also das Multiplizieren von Briichen einfacher als das Addieren:
Wir multiplizieren Zdhler mit Zdhler und Nenner mit Nenner.

Héufig kann das Ergebnis gekiirzt werden (siehe 1.4.3).
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1.4.5 Division von Briichen

Beim Dividieren berechnen wir, wie viel mal der Divisor im Dividenden enthalten ist. 2 ist
3xin 6 enthalten, denn 6 + 2 = 3.

Wie oft ist %2 in 1 enthalten? Natiirlich 2x, also 1 + %2 = 2. Wie oft ist ¥ in 1 enthalten? 4x,
also 1 + ¥4 =4, Und wie oft ist 2 in % enthalten? Auch wieder 2x, also 2 + ¥4 = 2. Wir sehen,
wie das Dividieren funktioniert: Division ist dasselbe wie Multiplikation mit dem
Kehrwert des Divisors.

So werden sogenannte Doppelbriiche in einfache Briiche umgewandelt.

1.4.6 Umwandlung von Dezimalbrichen in Briiche

Bei Division des Zahlers durch den Nenner erhalten wir den Dezimalbruch einer Zahl.
Dezimalbriiche konnen natiirlich auch wieder in Briiche zuriickverwandelt werden.

Am einfachsten ist das bei abbrechenden Dezimalbriichen; aus 0,125 erhalten wir sofort
125/1000 und daraus durch Kiirzen 1/8.

Wie wir eingangs (1.1) erwahnten, sind die Dezimalbruchdarstellungen rationaler Zahlen
periodisch mit einer Periodenldnge von hochstens dem um 1 verminderten Nenner. Der
Trick, mit der nicht abbrechenden Periode fertig zu werden, ist ein Trick, den man in der
Mathematik auch bei anderen Problemen gern anwendet. Wir werden bei der Summation
geometrischer Reihen in 7.3.2 wieder dasselbe tun: man subtrahiert das, was einen stort,
von sich selber und schafft es damit weg.

Wir multiplizieren also unseren Dezimalbruch zuerst so mit einer geeigneten Zahl, dass
die Periode gleich nach dem Komma beginnt. Dann multiplizieren wir diese Zahl nochmals
so, dass eine ganze Periode vor das Komma zu stehen kommt, und subtrahieren davon die
erste Zahl - und weg ist die Periode!
Beispiel:
1.22  Verwandle p = 0,97123123123 ... in einen Bruch!

100000 -p =97123,123123123 ...

-100-p = -97,123123123...

99900 -p =97026

97026 16171

Jetzt haben wir den Bruch und miissen nur noch kiirzen: p=———=——
99900 16650

Beim TI-30 wechselt F<—D zwischen Bruch- und Dezimalbruchdarstellung, beim
TI-30xPro [«>=].



1.5 Potenzen und Wurzeln 23

1.5 Potenzen und Wurzeln

1.5.1 Potenzen

Wenn derselbe Faktor @ mehrmals (n-mal) mit sich selber multipliziert wird, schreiben
wir dafiir zur Abkiirzung, wie schon in 1.4.2 erwéhnt,

a-a-a-a-a-a-a-...-a=a’,
wobei a eine beliebige reelle Zahl und n eine beliebige natiirliche Zahl sein konnen.
Bezeichnungen: a ist die Basis, n der Exponent, a" die Potenz.

Fiir Potenzen gelten folgende Rechenregeln, die man sofort einsehen kann, wenn man die
Potenzen als mehrfache Multiplikationen ausschreibt:

a*-a"=aq"m (1.1
a"+am"=a""m (1.2
(@) = avm (1.3)
a-b"=(a-b)y (1.4
Die Rechenoperationen werden also um eine Stufe vereinfacht:

Aus einer Multiplikation wird eine Addition der Exponenten,

aus einer Potenz wird eine Multiplikation der Exponenten.

Wenn wir eine Potenz mehrmals durch ihre Basis dividieren, erhalten wir eine Folge wie

n =—a n—1 “a “a 2 =a =a 1 =a 1 “a

1
a"———a a a — —

a a

die eine sinnvolle Erweiterung des Potenzbegriffes fiir Exponenten < 1 nahelegt. Der Expo-
nent nimmt dabei jedesmal um 1 ab. Man sieht, dass fiir beliebige Zahlen a offenbar gelten
soll

al=a

a’ =1 (es ist sogar 0° = 1 - siehe FuBnote!)

und o "= i

Wie wir gleich sehen werden, liefert die Anwendung der Rechenregeln fiir Potenzen auch
bei Exponenten < 0 sinnvolle Ergebnisse.

1 8% = 1 gilt fiir beliebig kleine a. Und auch wenn man im Ausdruck x* den Wert von x immer kleiner
macht (gegen null gehen l&sst), geht der Wert des Ausdruckes immer naher zu 1.
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Ein binomischer Ausdruck oder einfach Binom ist ein Ausdruck mit zwei Gliedern, also ein
Ausdruck der Form

a+b,
wo a und b als sogenannte Monome bezeichnet werden.

Speziell wichtig sind die Ausdriicke

(a+b)?=a+2ab + b2 (1.5)
(a-b)*=a*-2ab + b* (1.6)
(@+b)-(a-b)=d - b? (1.7)

Diese Identitaten soll man sich einprdgen, denn sie werden immer wieder gebraucht, bei-
spielsweise wenn ein quadratischer Ausdruck in Faktoren zerlegt wird. Quadratische
Binome konnen auch graphisch dargestellt werden (Bild 1.1).

b ab b*
ab a-b
a a* a-b " 2\ b b
— +b)-(a—
(o=t i (@+b)(a=b) Bild 1.1 Graphische
~ Darstellung von
a b (@+b)’ (@a-b) (a+b)-(a-b)

Wir wollen jetzt systematisch die Potenzen binomischer Ausdriicke untersuchen und bil-
den nach den Regeln von 1.3.5 die Produkte (Schreibweise: alle oberen Vorzeichen gehoren
jeweils zusammen sowie alle unteren):

(@atb)=azd

(@xb)?=(atb)-(atb)=a*+ta-btb-a+b*=a’+2-a-b+b

(@b =(a*t2-a-b+b?)-(azb) =a*+3-a2-b+3-a-0°tb’
(@xb)*=(a®+3-a> b+3-a-b*+b%-(atb)=a*+4-a®-b+6-a*-b*+t4-a-0*+0b*

Daraus lassen sich folgende GesetzmaBigkeiten fiir (a + b)" ableiten:

Die Summe der Exponenten von a und b ist bei jedem Glied gleich n, dem Exponenten
des Binoms.

Das erste Glied ist a" = a"b’, dann nimmt der Exponent von a immer um 1 ab, wihrend
der Exponent von b um 1 zunimmt.

Die Koeffizienten der Potenzen beginnen immer mit 1, dann kommt n, und am Ende
wieder n und 1. Alle Zeilen sind symmetrisch.
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Die Summe der Koeffizienten der Potenzausdriicke ist gleich 2" (setze a und b beide = 1).

Falls b negativ ist, also b < 0, hat jedes Glied mit einer ungeraden Potenz von b ein nega-
tives Vorzeichen.

Die Koeffizienten bilden das sogenannte Pascal’sche Dreieck?:

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

etc.
Jeder Koeffizient ist gleich der Summe der beiden oberhalb von ihm stehenden Koeffizienten.
Damit konnen wir, ohne viel zu rechnen, sofort angeben, dass
(a-0b) =a -7a + 21a°h? - 35a*b® + 35a°b* - 21a%b° + 7abs - b’
oder
49%=(50 - 1)*=50°-3-502+3-50-1=125000 - 7500 + 150 - 1 = 117649.

Diese Koeffizienten heiBen Binomialkoeffizienten. Man kann sie auch direkt berechnen,
beispielsweise gilt fiir die letzte im Dreieck angegebene Zeile (die erste Zahl ist bekannt-
lich immer = 1)

g2
1
zgzﬂ
1-2
56876
1-2-3
08765
1.2:3-4
5687654
1.2:3-4.5
pg_ 876543
1.2.3-4-5-6
g 8765432
1.2:3-4.5-6-7
87654321
©1.2:3-4-5-6-7-8

2 benannt nach Blaise Pascal, franzdsischer Mathematiker, 1623 -1662
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Der TI-30 berechnet Binomialkoeffizienten durch n [nCr] k =, wo n die Zeile und k die
Position von links (beide bei 0 beginnend) im Dreieck sind, also im obigen Beispiel 8 [nCr]
3=56,8[nCr]4=70,8 [nCr] 5=>56, 8 [nCr] 6 = 28, etc.

Beispiel:
1.23  Wie viele a'*b’ gibt es in (a - b)?'?
Antwort: - 116 280, berechnet als 21 [nCr] 14 =.

1.5.4 Wurzeln

In 1.5.1 haben wir gesehen, dass (a")™ = a® ™. Setzen wir n = %2 und m = 2, so erhalten wir
formal

(a‘/z)2=a‘/z_a1/z=a‘/z+‘/z=a‘/z~2 =ad'=q

Eine Zahl, die mit sich selber multipliziert die Zahl a ergibt, nennen wir eine Quadrat-
wurzel der Zahl a.

Es liegt deshalb nahe, zu definieren (mit n = 0)
1
a2 =+a
a = (’/E
m

Das ist eine Erweiterung des Potenzbegriffs. Bei ganzzahligen Exponenten kann eine Potenz
immer auch als Multiplikation geschrieben werden - das geht jetzt nicht mehr!

—_

Mit dieser Schreibweise kann man mit Wurzeln mit den Rechenregeln des Potenzrechnens
1.5.1 rechnen und erhélt verniinftige Resultate.

Mit dieser Erweiterung konnen wir (wenigstens theoretisch) Potenzen mit beliebigen
rationalen Exponenten berechnen. Das heiBt nichts anderes, als dass wir Potenzen mit
beliebigen Exponenten berechnen konnen!

Beim Rechnen mit Wurzeln ist es haufig sinnvoll, diese als Potenzen zu schreiben, da die
Rechnerei mit den Exponenten normalerweise einfacher und weniger fehleranfallig ist.

7
/ 1

14—
32

Noch eine Bemerkung zu den Vorzeichen: Ungeradzahlige Wurzeln sind die einzigen
Potenzen negativer Zahlen mit gebrochenen Exponenten, die in R existieren!

Beispiel:
7

1 R 1
2.—7
—3. [L]14 :31'[L]l4 =37'.3 4 =313 =30=1

-1
124 37" = =
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1.6 Logarithmen

1.6.1 Begriff

In 1.5.4 haben wir gesehen, dass man Potenzen mit beliebigen (rationalen) Exponenten
bilden kann. Umgekehrt kann man auch jede positive Zahl als Potenz einer beliebigen
positiven Basis #1 darstellen. Das ist die Grundlage der Logarithmen.

Bezeichnungen:
y=a <z=log,(y)
Man nennt z den Logarithmus, a die Basis und y den Numerus.

In der Technik ist diese Basis in den meisten Féllen die Zahl 10. Der Zehnerlogarithmus ist
die Zahl, die man bei 10 in den Exponenten schreiben muss, um den gewiinschten Wert zu
erhalten. Der Logarithmus von 100 zur Basis 10 ist 2, denn 102 = 100. Der Logarithmus
von 1000 ist 3, der Logarithmus von 0,1 ist -1, etc.

Schreibweise: log;,(100) = 2.

Beim Logarithmieren bestimmt man bei gegebener Basis den Exponenten einer Potenz.

1.6.2 Rechenregeln

Entsprechend 1.5.1 gelten fiir Logarithmen folgende Rechengesetze (die Basis 10 wurde
hier nur als Beispiel gewdhlt):

u-v=101w. 10" = 10l 108V = Jog(u - v) = log(u) + log(v) (1.8)
= log(u/v) = log(u) - log(v) (1.9)
log(a’) =log(a-a-a-a-...) = log(a®) = b - log(a) (1.10)

1.6.3 Wechsel der Basis

Gebrauchliche Logarithmensysteme sind:
1g(x) = log,,(x): dekadische Logarithmen (Basis 10), hdufig auch einfach log(x)
In(x) = log.(x): natiirliche Logarithmen (Basis e = 2,7182818 ..., mehr in 4.8)
1b(x) = log,(x): duale (,bindre“) Logarithmen (Basis 2)

Der TI-30 kennt Zehnerlogarithmen LOG und natiirliche Logarithmen LN.

Wenn wir die Logarithmen in einer Basis kennen, konnen wir sie sofort in eine beliebige
andere positive Basis umrechnen.
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Beispiel:

1.25 Gesucht sei der Logarithmus von 17 zur Basis 3, z=1o0g,(17), wenn die Logarithmen
zur Basis 10 bekannt sind. Nun ist
3% =17
z
(105 =17

lg[(lOlg(3))Z] — 2.1g(3)-1g(10) = 1g(17)

|

1g(17
z=log,(17)= (17)_ 2.578901923
Ig(3)
Entsprechend bestehen folgende Umrechnungen:
In(x) In(x)

In(10) _ 2.303

In(x) = 8% _ 180 5 55,1000

lg(e)  0.43429

=0.43429-1n(x)

Beim Wechsel der Basis werden also alle Logarithmen einfach mit einer konstanten Zahl
multipliziert.

Eine weitere niitzliche Beziehung ist
b= alogu(b)

1 = log,(b) =
a=b"% — 8@ _y

= log, (b)-log, (a)=1

log, (a)

1.6.4 Die Bedeutung der Logarithmen

Man kann jede beliebige positive Zahl als Potenz einer gegebenen positiven Zahl, z.B. 10,
darstellen. Es ist

10°' = 0,1
10° =1
100 =10
10> =100
10* =1000

und so weiter. Fiir die Zahlen zwischen 1 und 10 liegt der Exponent, d.h. der Logarithmus
zur Basis 10, dann zwischen 0 und 1, fiir Zahlen zwischen 10 und 100 zwischen 1 und 2,
etc. Bei einer Zahl, die 10x groBer ist als eine andere, ist der Logarithmus einfach um 1
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